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RESUMEN: En este trabajo se aplican algunos elementos de la geometría fractal  al estu-
dio y caracterización de la rugosidad superficial. Los materiales bajo estudio consisten en 
agregados naturales, de amplia aplicación en la industria de la construcción. Se aplican 
tanto técnicas experimentales basadas en análisis de imágenes como modelos teóricos. 
En particular se explora el potencial de la lacunaridad –un método de análisis derivado de 
la geometría fractal, para describir patrones y dispersión espacial. Los resultados ilustran 
su aplicación en la caracterización de rugosidad superficial. Se discuten igualmente, limita-
ciones y ventajas de esta aproximación.
PALABRA CLAVES: Geometría fractal, rugosidad,  lacunaridad, dimensión fractal.
ABSTRACT: In this work, some elements of fractal geometry are used to study and charac-
terize surface roughness.  The materials under study are natural aggregates commonly used 
in the construction industry.  Both experimental and theoretical approaches are used. In par-
ticular, we explore lacunarity analysis –a multi-scaled method derived from fractal geometry-
- used for the describing patterns and dispersion. We illustrate its application to characterize 
surface roughness. Limitations and advantages of this approach are also discussed. 
KEYWORDS: Fractal geometry, roughness, lacunarity, fractal dimension.
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I. INTRODUCCIÓN
El análisis de superﬁcies rugosas �ene aplicaciones 
obvias y algunas otras más subje�vas en diversos 
campos de la ingeniería. Por ejemplo, una  rugosidad 
superﬁcial de tan solo unos cuantos nanómetros es 
suﬁciente para remover la adherencia entre dos su-
perﬁcies  sólidas elás�cas[ ], aún la ablación de su-
perﬁcies glaciares sigue comportamientos que gene-
ran superﬁcies rugosas denominadas penitentes de 
importancia signiﬁca�va en el estudio de procesos de 
erosión terrestre y de seguimiento de cambio climá�-
co[ ].  La formulación de modelos y técnicas que pue-
dan caracterizar la topogra�a de superﬁcies rugosas 
ha sido un área de inves�gación ac�va por muchas 
décadas.  Por casi un siglo la comunidad cien�ﬁca ha 
lidiado con el problema de caracterizar la geometría 
de superﬁcies, usando una gran variedad de modelos 
matemá�cos y técnicas de análisis[ ].  Dichos trabajos 
han mostrado resultados notables, sin embargo, exis-
ten  aún descripciones incompletas.  La historia de 
esta área de inves�gación inicio fundamentalmente 
con descripciones estadís�cas, con un giro reciente 
hacia inves�gaciones basadas en geometría fractal. 
Aun cuando la inves�gación acumulada sobre super-
ﬁcies rugosas nos ha suministrado conocimiento con-
siderable, existen problemas fundamentales aún por 
resolver. 
Los esfuerzos iniciales encaminados a desarrollar una 
caracterización rigurosa de las superﬁcies rugosas de 
aplicación en ingeniería, son trabajos esencialmente 
estadís�cos cuyo obje�vo primario es el de descri-
bir la distribución de asperezas,  basándose funda-
mentalmente en la construcción de una distribución 
Gaussiana i.e., aleatoria, de las elevaciones de la 
superﬁcie. Estas aproximaciones iniciales funcionan 
bien para un buen número de aplicaciones de inge-
niería.  Como resultado de esto, más de 30 paráme-
tros diferentes han sido adoptados para cuan�ﬁcar la 
topogra�a superﬁcial.  En consecuencia, parámetros 
estadís�cos de la distribución de alturas superﬁciales 
tales como el rms σ (Root Mean Square),  por sus si-
glas en ingles; la pendiente, σ’ y la curvatura σ’’, son 
usados con frecuencia para caracterizar  superﬁcies y 
para modelar contactos elasto-plas�cos de cuerpos 
sólidos isotropicos y anisotropicos. 
En años recientes sin embargo, se han iden�ﬁcado 
serias deﬁciencias en estos modelos, las cuales han 
sido ampliamente discu�das en la literatura. Entre 
las más destacadas, están: la distribución no estacio-
naria de las alturas, las caracterís�cas mul�-escala-
res de la geometría de la superﬁcie y tal vez lo más 
complicado, es el hecho de que la medida estadís�ca 
de la rugosidad superﬁcial �ende a ser dependiente 
de la resolución del instrumento u�lizado, el tamaño 
de la muestra y de ﬁltros experimentales u�lizados 
para adquirir los datos topográﬁcos.  A pesar de estos 
inconvenientes, las medidas estadís�cas con�núan 
aportando conocimiento fundamental sobre la natu-
raleza de la rugosidad.   
Las limitaciones descritas arriba, junto con los per-
ﬁles auto-similares, han sugerido que la geometría 
fractal puede ser una mejor forma de describir la 
rugosidad superﬁcial. Esta aproximación novedosa 
fue originalmente propuesta por Mandelbrot[4] y 
desde entonces ha recibido gran atención por parte 
de la comunidad cien�ﬁca[5,6,7,8].   Por ejemplo, en 
el caso de las superﬁcies rugosas fractales, σ’ y σ’’, 
dependen de la resolución del instrumento u�lizado, 
pero no del tamaño de la muestra, mientras que σ, 
depende del tamaño de la muestra y es insensible 
a la resolución del instrumento [6]. Muchas super-
ﬁcies de interés en ingeniería, presentan caracterís-
�cas propias de los fractales sobre un rango amplio 
de longitudes, esta caracterís�ca ilustra el potencial 
de la geometría fractal para representar textura su-
perﬁcial desde la micro-escala hasta la nano-escala. 
Los modelos fractales han sido aplicados con éxito a 
la descripción cualita�va y cuan�ta�va de rugosidad 
superﬁcial, caracterización de forma y textura, carac-
terización de superﬁcies. 
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El obje�vo primario de esta publicación, es por lo tan-
to,  introducir algunos conceptos de geometría fractal 
aplicados a la caracterización de superﬁcies rugosas y 
presentar resultados experimentales y numéricos de 
la representación de superﬁcies rugosas aplicando 
herramientas de la geometría fractal.  El ar�culo se 
organiza como sigue: la Sección II presenta algunos 
conceptos fundamentales sobre la caracterización 
fractal  de superﬁcies.  También se realiza una com-
paración cualita�va entre los modelos matemá�cos y 
algunas observaciones experimental. En la Sección III 
se describen los métodos experimentales y de proce-
samiento de imágenes aplicados  en el presente es-
tudio. En la Sección IV se presentan resultados sobre 
la caracterización de rugosidad superﬁcial, aplicando 
dos parámetros derivados de la geometría fractal 
i.e., dimensión fractal y lacunaridad. Finalmente en 
la Sección IV se presentan algunas conclusiones y 
perspec�vas. 
II. CARACTERIZACIÓN FRACTAL DE SUPERFICIES
La geometría fractal, introducida por Mandelbrot [2] 
puede observase  en varios fenómenos naturales, 
dentro de los que se incluyen, turbulencia, precipi-
taciones, terremotos, la topogra�a de superﬁcies y 
se caracteriza primordialmente por  su con�nuidad, 
no-diferenciabilidad y auto-aﬁnidad.   Estas carac-
terís�cas propias de los fractales hacen que en ge-
neral su geometría se describa no por una ecuación 
tal como y=f(x), sino mediante relaciones recurren-
tes, e.g., x
i+2
=f(x
i+1
)=f(f(x
i
)). La función de movimien-
to Browniano fraccional, es una función derivada de 
la geometría fractal que cuando se ex�ende de una 
curva a una superﬁcie –con una dimensión fractal 
dada— simula una topogra�a superﬁcial.  La función 
de Weierstrass-Mandelbrot está dada por
(1)
donde, w  es una función compleja de variable real  x. 
En la Ecuación 1, 1<D
s
<2 , es la dimensión fractal del 
perﬁl,  n es el índice de  frecuencias, φ
n
 es una fase 
aleatoria, y y>1  es un parámetro que determina la 
densidad de las frecuencias en el perﬁl.  y representa 
�sicamente la resolución espacial o lacunaridad del 
perﬁl. Un perﬁl fractal  z(x) que semeja el perﬁl topo-
gráﬁco de una superﬁcie, se puede obtener al tomar 
la componente real de w(x),
(2)
Un ejemplo de perﬁles generados aplicando la Ecua-
ción 2 se ilustran en la Figura 1.
La función de Weierstrass-Mandelbrot es básicamen-
te una superposición  inﬁnita de funciones coseno a 
frecuencias discretas y con una fase aleatoria, con un 
cierto espaciamiento entre frecuencias sucesivas (la 
lacunaridad), y un exponente  D
s
 que escala la ampli-
tud por la frecuencia. D
s
 está relacionado con el expo-
nente de Hurst –un parámetro de medida común en 
fractales--, mediante la relación D
s
=2-H , para perﬁles 
en dos dimensiones.  Para propósitos de implementa-
ción prác�ca, generalmente la lacunaridad   se toma 
aproximadamente igual a 1.5 y la sumatoria se efectúa 
sobre un rango rela�vamente bajo, e.g. n=3-8,  octavas 
(octavas α duplicación de las frecuencias). Sumato-
rias más grandes son innecesarias y en algunos casos 
pueden ser perjudiciales para el resultado buscado. 
El espectro de potencia P(ω), del perﬁl descrito por 
la Ecuación 2, está dado por
(3)
una función inversa de la frecuencia espacial [6],  , 
dicho espectro se ha demostrado experimentalmen-
te, es aplicable a muchas  superﬁcies de interés en 
ingeniería. 
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Figura 1. Perﬁles de rugosidad simulados aplicando la Ecuación 2. 
(a) H=0.8, (b) H=0.5, (c) H=0.2.  
Ausloos y Berman [9] generalizaron la función de 
Weierstrass-Mandelbrot en la Ecuación 1, mediante 
la introducción de múl�ples variables que �enen en 
cuenta procesos estocás�cos de más alta dimensio-
nalidad. La función en dos variables propuesta por 
Ausloos y Berman puede usarse para modelar su-
perﬁcies fractales con corrugaciones en todas las 
direcciones.  La función de altura de las asperezas 
que muestra aleatoriedad en todas las direcciones, 
corresponde a la parte real de la función de Ausloos-
Berman y está dada por
(4)
En la Ecuación 4,   �ene el mismo signiﬁcado y mag-
nitud que en la Ecuación 2 y 2<D
s
<3 , es la dimensión 
fractal de la superﬁcie. En la Ecuación 4, G es un pa-
rámetro de escalamiento de la altura promedio de 
las asperezas, independiente de la frecuencia y que 
se ha denominado la rugosidad fractal. El signiﬁcado 
�sico de D
s
 es el de cuan�ﬁcar la extensión del espa-
cio cubierto por la superﬁcie fractal, a valores  altos 
de D
s
 corresponden perﬁles más densos. Para super-
ﬁcies isotropicas, D
s
 puede determinarse de la pen-
diente de un graﬁco log-log del espectro de potencia, 
igualmente puede obtenerse mediante técnicas de 
análisis de imagen aplicando so�ware especializado 
para tal ﬁn. Esta úl�ma aproximación será la que se 
u�lice en el presente estudio. El parámetro M denota 
el número de picos  superpuestos, usados para cons-
truir la superﬁcie. φ
m,n
 , es la fase aleatoria, para lo 
cual se u�liza un generador de números aleatorios 
que distribuye los valores en el intervalo [0,2π].  Para 
propósitos prác�cos, el índice n , asume valores ﬁni-
tos.  Dado que la frecuencia más baja es igual a 1/L, 
donde L es la longitud de la muestra, el límite inferior 
de  n puede ﬁjarse en cero. Sin embargo para deter-
minar la fuerza de contacto, aplicando los diversos 
modelos cons�tu�vos existentes, la longitud de onda 
más baja no puede ser menor a una longitud mínima 
L
s
 .  La frecuencia más alta es igual a  1/L
s
 , y el límite 
superior de n  está dado por
(5)
donde int[...]  denota el máximo valor entero del nú-
mero en paréntesis.  La Ecuación 4 ha sido u�lizada 
extensamente para representar superﬁcies fractales 
isotropicas [6, 7].  La Figura 2 ilustra el  resultado �-
sico de D
s
  sobre la topogra�a de una superﬁcie.  Las 
simulaciones se efectuaron aplicando una ru�na 
computacional desarrollada en Matlab®.  La compa-
ración de estas dos topogra�as indica que,  para una 
rugosidad fractal  G y parámetro  M  constantes,  un 
incremento en la magnitud de D
s
  genera superﬁcies 
de topogra�a más suave. 
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Figura 2. Superﬁcies fractales simuladas aplicando la Ecuación 4. 
(a)  D
s
 = 2.4, (b)  D
s
 = 2.8.  , G = 1.36e-2, M = 10, L = 30 µm
Como una demostración del potencial de estas téc-
nicas, en la Figura 3 consideramos un ejemplo com-
para�vo de las superﬁcies fractales naturales 3(a), 
simuladas bajo condiciones de laboratorio 3(b) y 
simuladas matemá�camente (3c), aplicando la fun-
ción de Ausloos-Berman (Ec. 4).  El modelo proto�po 
corresponde a los denominados penitentes forma-
ciones glaciares caracterís�cas de la alta montaña 
de la cordillera de los andes.  Dichas formaciones se 
generan mediante procesos de ablación causada por 
la radiación solar directa y reﬂejada [2].  Nótese que 
el modelo matemá�co reproduce cualita�vamente 
de manera muy cercana la topogra�a tanto natural 
como la simulada bajo condiciones de laboratorio y 
por lo tanto puede servir como complemento para 
entender mejor los procesos que llevan a la forma-
ción de tales estructuras
Figura 3. Superﬁcies fractales. (a) Penitentes naturales en la cor-
dillera de los Andes. (b) modelo experimental de ablación de un 
glaciar, bajo condiciones de laboratorio.  Imagen tomada de la 
información complementaria Ref. [2].  (c) Superﬁcie fractal simu-
lada usando la Ecuación 4, aplicando ruido de �po Levy para la 
fase aleatoria  φ
m,n
. 
III.  MÉTODO EXPERIMENTAL Y PROCESAMIENTO DE 
IMÁGENES
La rugosidad resulta del proceso de manufactura par-
�cular de un producto o de la condición natural de un 
material.  En este trabajo se estudia la rugosidad de 
agregados naturales,  dado que la rugosidad super-
ﬁcial de estos materiales es muy importante en di-
versas aplicaciones de la industria de la construcción. 
El material seleccionado para estudio corresponde a 
agregados de origen aluvial, extraídos de canteras de 
la sabana de Bogotá.  Materiales con una amplia va-
riación visual de la “rugosidad” fueron seleccionados 
en el si�o de colección  y posteriormente agrupados 
en muestras de  cinco grupos dis�ntos de acuerdo 
con la “rugosidad”  visual observada.  La rugosidad 
de cada uno de los grupos fue medida mediante la 
técnica del Press-o-Film®, una técnica estandarizada 
–según el método C de la norma ASTM D4417-- apli-
cada para medir rugosidad de películas delgadas y 
que en este caso ha sido adaptada para proporcionar 
una medida aproximada de la rugosidad superﬁcial 
de los agregados.  La Figura 4 ilustra las cintas sensi-
bles a presión suministradas por Testex y el sistema 
micrométrico u�lizado para la determinación cuan�-
ta�va de rugosidad.  La imagen en la Figura 5 mues-
tra agregados de “rugosidad” visual de acuerdo a la 
clasiﬁcación por grupos. 
Figura 4. Disposi�vo u�lizado para la determinación de la rugo-
sidad superﬁcial. (a) Cinta calibrada sensible a la presión. (b) Mi-
crómetro digital para medición de las cintas.
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Figura 5. Muestra �pica de los cinco grupos de agregados clasiﬁ-
cados. La rugosidad visual disminuye de izquierda a derecha.
Además todas las muestras son examinadas bajo mi-
croscopio óp�co binocular (Cole-Parmer). Las imá-
genes de textura superﬁcial obtenidas mediante mi-
croscopia son capturadas a resoluciones de 4X y 10X 
u�lizando la  cámara CCD acoplada al microscopio. 
Las imágenes a color originales son posteriormente 
transformadas a imágenes en escala de grises y re-
cortadas para formar imágenes de 640x480 píxeles. 
Estas imágenes son transformadas en imágenes en 
blanco y negro mediante la aplicación de un umbral 
(threshold) apropiado, dichas imágenes son u�liza-
das sin ninguna otra transformación o mejoramiento 
digital para la determinación de la dimensión fractal 
y la lacunaridad.  Una muestra �pica de imágenes u�-
lizadas en este trabajo se muestra en la Figura 6.  A 
menos que se indique lo contrario las imágenes u�-
lizadas para todos los análisis son las correspondien-
tes a una resolución de 4X.
Figura 6.  Muestra de imágenes de textura superﬁcial. (a) imagen 
original (b) imagen en escala de grises (c) imagen en blanco y 
negro luego de realizar la transformación binaria. 
IV. RESULTADOS Y DISCUSIÓN
La gran mayoría  de los perﬁles de rugosidad son irre-
gulares, y por lo tanto para propósitos de análisis teó-
rico se consideran como la realización de un proceso 
aleatorio, que sa�sface  condiciones de ergodicidad 
y normalidad.  Basados en estas suposiciones,  es 
posible analizar un perﬁl de rugosidad como una ca-
racterís�ca estadís�ca.  Como ya se mencionó arriba 
estas suposiciones no se sa�sfacen en la mayoría de 
los casos. Por tanto es necesario desarrollar nuevas 
metodologías para describir la rugosidad superﬁcial. 
Las superﬁcies reales son –en ciertas escalas de lon-
gitud--, parcialmente fractales, de tal forma que es 
natural aproximarlas y modelarlas aplicando mode-
los y caracterís�cas derivados de la geometría fractal. 
Dos de tales descriptores se analizan a con�nuación.
A. Rugosidad superﬁcial y dimensión fractal
Desde el punto de vista clásico, es posible evaluar 
muchos parámetros de rugosidad basándose en el 
perﬁl de la superﬁcie.  Una descripción completa de 
tales parámetros se ha recopilado en [10].  Una ca-
racterís�ca no clásica aplicada por muchos inves�ga-
dores para caracterizar la uniformidad (suavidad) de 
una superﬁcie, es la dimensión fractal D
s
.  Para perﬁ-
les en dos dimensiones se �ene que 1<D
s
<2, donde 1 
corresponde a una superﬁcie lisa y 2  a una superﬁcie 
altamente rugosa. 
La dimensión fractal de los agregados estudiados se 
ha evaluado mediante técnicas de análisis de imagen, 
aplicando el so�ware VisiQuest® de Accuso�,  donde 
se aplica el algoritmo pml para la determinación de 
la dimensión fractal.  La dimensión fractal así deter-
minada  se presenta en la Tabla 1
Tabla 1.  Dimensión fractal es�mada, aplicando técnicas de aná-
lisis de imágenes.
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Los resultados en la Tabla 1 indican que el valor de 
la dimensión fractal aumenta a medida que el  va-
lor promedio de la altura de las asperezas disminuye. 
La Figura 7 ilustra de manera graﬁca este comporta-
miento
Figura 7. Variación de la rugosidad superﬁcial promedio medida 
mediante la técnica de la cinta sensible a la presión (Press-o-
Film®) con la dimensión fractal D
s
.  Los resultados son el prome-
dio de cinco observaciones diferentes
Los resultados en la Figura 7 están cualita�vamente 
de acuerdo con los datos experimentales reporta-
dos por Macenaite et al. [11], quienes determinaron 
el comportamiento de la rugosidad promedio con la 
dimensión fractal para muestras de caucho  tratadas 
con abrasivos de diverso tamaño de grano.   La re-
lación (correlación) existente entre <h> y D
s
, --que 
se puede establecer de acuerdo con los datos en la 
Tabla 1--,  puede en principio ser u�lizada para deter-
minar la rugosidad superﬁcial promedio, usando la 
dimensión fractal como único parámetro, tal y como 
lo han sugerido Macenaite et al.  Sin embargo, exis-
ten limitaciones serías con esta aproximación como 
se ilustra a con�nuación. 
B. Rugosidad superﬁcial y lacunaridad
Lacunaridad visual.  Considérese la imagen que se 
muestra en la Figura 8 y que corresponde a un arreglo 
de diversos conjuntos de Cantor [4], reproducidos de 
[12]. Todos y cada uno de estos conjuntos poseen la 
misma dimensión fractal D=1/2, sin embargo diﬁeren 
de una manera muy obvia para el observador.  Los 
mostrados al fondo de la Figura 8 muestran agujeros 
(espaciamientos) más pequeños y se denominan de 
baja lacunaridad.  Los que se encuentran en la parte 
superior  poseen agujeros (espaciamientos) grandes 
y se denominan de alta lacunaridad.  Esta observa-
ción pone de maniﬁesto un hecho genérico. Una 
geometría con una dimensión fractal D dada puede 
representar un rango muy amplio de texturas, esto 
indica de manera irrefutable que la dimensión frac-
tal por si sola no puede usarse para caracterizar  una 
geometría y en par�cular la rugosidad superﬁcial. Un 
ejemplo complementario aplicado al contexto que 
nos ocupa, esto es, rugosidad de superﬁcies se ilus-
tra en la Figura 9.  Todas las imágenes en la Figura 9, 
poseen una dimensión fractal similar y aproximada-
mente igual a  D=1.91, sin embargo como es obvio 
para el lector la textura de dichas superﬁcies es total-
mente diferente.
Figura 8. Serie de conjuntos de Cantor de igual dimensión fractal 
D
s
=1/2, cuya lacunaridad cambia de muy baja en el fondo a muy 
alta en la parte superior.  Adaptado de Ref. [12]
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Figura 9.  Variación de la lacunaridad en superﬁcies rugosas para 
un valor constante de D
s
=1.91.  Lacunaridad (a) λ=2.59 , (b) λ=2.15, 
(c) λ=1.96. Tanto el valor de  D
s
 como de λ  fueron determinados 
aplicando análisis de imagen aplicando Fraclac para ImageJ.
Físicamente, la lacunaridad puede entonces inter-
pretarse como una medida de la distribución de los 
espacios de una geometría dada. Una deﬁnición 
precisa de lacunaridad sin embargo muestra que se 
trata de una medida de desviación de la geometría 
de un objeto --tal como un fractal-- a la invarianza 
translacional. Esto es, a una escala de longitud dada, 
que tan similares son diversas regiones de un objeto 
geométrico con respecto a otras. La lacunaridad pue-
de por lo tanto considerarse como una medida de he-
terogeneidad o textura  de un objeto –dependiente 
de la escala--, sea este fractal o no. 
Existe una necesidad muy importante de medir cuan-
�ta�vamente la diferencia  en textura entre diversos 
materiales y la lacunaridad parece ofrecer una alter-
na�va razonable.   La lacunaridad de los agregados 
estudiados (ver Figura 5) se ha evaluado aplicando 
técnicas de análisis de imagen, mediante el aplica�vo 
Fraclac de ImageJ, so�ware desarrollado por el Ins�-
tuto Nacional de Salud (USA),  y de dominio publico 
bajo licencia GNU.
Tabla 2.  Lacunaridad estimada, aplicando técnicas de análisis de imágenes.
Los resultados en la Tabla 2 indican que el valor de 
lacunaridad disminuye a medida que el  valor prome-
dio de la altura de las asperezas <h> disminuye  La 
Figura 10 ilustra dicho comportamiento.   Recuérdese 
que la lacunaridad es una medida de la varianza de 
los espaciamientos de una geometría.  En este con-
texto, si los espaciamientos de las asperezas sobre 
la superﬁcie son uniformes sobre toda la superﬁcie, 
entonces la varianza y por lo tanto el valor de lacuna-
ridad, son bajos.  Si el espaciamiento es grande y/o 
concentrado en ciertas áreas de la superﬁcie, tanto 
la varianza de los espaciamientos y por tanto el valor 
de lacunaridad serán altas. 
Figura 10. Variación de la lacunaridad determinada mediante 
técnicas de análisis de imagen de acuerdo a la clasiﬁcación visual 
por grupos.  Los resultados son el promedio de cinco observacio-
nes diferentes. 
La Figura 11 ilustra el comportamiento de lacunaridad 
con la altura media de las asperezas, determinada 
aplicando la técnica de la cinta sensible a la presión 
(Press-o-Film®).  Nótese que el comportamiento de 
lacunaridad  con <h>, sigue un compar�miento per-
fectamente intui�vo.  Esto es,  la lacunaridad incre-
menta con el incremento de la altura media de las 
62 Vol. 16 - No. 2 • Diciembre 2006
CIENCIA E INGENIERÍA NEOGRANADINA
asperezas <h>, esto hace de esta caracterís�ca un 
parámetro muy ú�l para propósitos de análisis. 
Figura 11. Relación entre la rugosidad superﬁcial promedio y la la-
cunaridad.  La línea con�nua representa una guía para la vista.
Debe mencionarse que procedimientos similares 
han sido aplicados para estudiar la textura y lacu-
naridad de diversas estructuras naturales de interés 
tales como agregados coloidales, micro-estructura 
de materiales porosos y compuestos, distribución de 
galaxias, distribución urbanís�ca, imágenes médicas, 
etc. [11,13,14,15,16]
Muchos inves�gadores han usado la dimensión frac-
tal como parámetro para caracterizar la forma como 
se “ve” una superﬁcie.  Sin embargo, es claro que la 
dimensión fractal por si sola no puede describir de 
manera completa la apariencia visual, dado que no 
puede cuan�ﬁcar las caracterís�cas que describen el 
llenado del espacio.  La dimensión fractal mide cuan-
to espacio está lleno.  La lacunaridad complementa a 
la dimensión fractal midiendo como las geometrías 
llenan el espacio [17]. 
V.  CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS
Aun cuando los métodos fractales están siendo acep-
tados como aproximaciones estándar en el análisis 
de patrones espaciales, dichos métodos son en la 
mayoría de los casos inadecuados para describir  la 
textura de objetos reales en todo el rango de patro-
nes.  Las texturas reales pueden o no ser fractales; y 
cuando existe estructura fractal, esta solo existe en 
un rango limitado de ordenes de magnitud, por lo 
que patrones con la misma dimensión fractal  pue-
den verse diferentes, i.e, tener diferentes texturas 
[4]. Esta observación es muy importante en el con-
texto de rugosidad superﬁcial, dado que indica que 
la dimensión fractal por si sola no se puede u�lizar 
como parámetro caracterís�co de rugosidad de una 
superﬁcie dada, como se ha sugerido en algunas pu-
blicaciones. 
En contraste, el análisis de lacunaridad, es un méto-
do más general [15].  Se puede aplicar  a datos de 
cualquier dimensión, a patrones fractales, mul�-frac-
tales y no fractales. Este método permite determinar 
variaciones de la estructura espacial aún para patro-
nes con dependencia espacial.  La técnica es rela�-
vamente fácil de implementar y provee gráﬁcos que 
son fáciles de interpretar.  En opinión de los autores, 
está técnica puede ser aplicada exitosamente en 
el análisis cualita�vo y cuan�ta�vo de la rugosidad 
superﬁcial tal y como se ilustra en los análisis efec-
tuados en el presente estudio. Los resultados mues-
tran que superﬁcies donde los vacíos �enen  diver-
sos tamaños presentan valores altos de lacunaridad, 
mientras que las superﬁcies cuyos tamaños de vacíos 
son uniformes presentan lacunaridades bajas.  Por lo 
tanto una clasiﬁcación  de superﬁcies rugosas basa-
da en lacunaridad  está en concordancia perfecta con 
lo que podría ser una clasiﬁcación por inspección de 
las superﬁcies y ofrece la posibilidad de cuan�ﬁcar la 
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noción un poco elusiva de “rugosidad”.  Esta aproxi-
mación sin embargo requiere de estudios aún más 
detallados para poder ser estandarizada. 
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